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Chapter Two 

Elementary Properties of Quantum Mechanics 

 لميكانيك الكم ساسيةالصفات الا

 (Wave Function(      دالة الموجة

بب يبلمأ رالجالمي الليرب  الرأينا في الفصل  الالا ف ف ل  اال ماا يفلالمي اليم الملس ال لالم ي ل  ل  ياا        

   حركة الجامي اليرب ؟، والاؤال الان كم  يي ننا ان لصاللدقة

رافقل  يااتنادا الى فرضمة دب  رولي وتفامر اين تاين للظالرة ال هروض ئمة يي ن ان لق ل ان كل  سالي يتكلر  

ة سلما يلن فيثل الال ترون في اليرة ال  لايتكر   عمما ولايقترب الى يالافة قصلمر .(Matter field)يجال يادب 

m 10 كمود تقمر ة  غمرة ا عادلاالن اة، اب ال  يقمم في ينطقة فضائم لليالس فلان اليجلال اليلادب اليصلاحب لل   9-

س ير ل   يي ن ان يعبر عن   ملاللة ي سلة واقفلة  للي الي سلة اليقملمة فلي ينطقلة يكلمودة كالي سلة اليت للمة فلي الل

 ارج ليه الينطقة.الطرفمن يتيركز في ليه الينطقة  اعة يتغمره ين ينطقة الى اخرى وت  ن  فر خ

 

  :ـ اعة اليجال اليادب اليصاحب لكركة الجاي  ويريز لها  ا لريز دالة الموجة

 

Wave function: is the amplitude of the matter field which associated the moving 

particle, and denoted   . 

 

، اب تكتلل ب علللى اليقللمار  Complex Function ملالللة يعقللمة   ن كثمللرة عللن دالللة الي سللة  يعبللر فللي احمللا

1i    ويي لن الكصل ل عللى دالللة يعقلمة يرافقلةComplex Conjugate Function   يلن الماللة اليعقللمة

 .   * الريز  ويريز للمالة اليعقمه اليرافق  للمالة  iشارة االبة اب  اخر يكي  ا i ااتبمال ك  
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 :ما مكان في الجسيم وجود احتمال

عما قمرتنا  على ال س يبمأ ينص حمث ال ي، يم الم ا في يهية ي الة الي سة دالة أو الي سمة المالة تكت 

 التص ر حاب سامي يرافقة ل   ي سمة دالة إلى لعيم ل ن المقة،  نفس يا سامي وارعة ي ضع تكميم اللكظة  نفس

 التي الفراغ ني لقطة في أب وس د الجامي احتيال  تكميم الي سمة المالة ليه وتق ا شرودل ر، قمي  اليب الي سي

 لمالةا ير ع أن فم   من واليب )Max Born( 1926  رن  كسيا اقتراح حاب وذلس   ، الت اسم للجامي يي ن

 الي سمة
2*     حجي عنصر في الجامي وس د احتيالمة يعرفة ول  ألا رائعا فمزيائما يعنى   يكي 

 ين يا ي ان في اليت اسم( يثل  الهممروسمن ذرة ونلإل تر  الي سمة فالمالة الي سمة، دالت   ملالة dVيقمار

 الرياضمة العبارة خلل ين  الن اة اليكمطة الي تلفة الأي نة في ت اسمه احتيالمة يعرفة يي ن الن اة ح ل الفضاء

 :التالمة

  dtrtrdtrdp   ),(),(),( *2
 ……......................………………….. (1) 

 .حقمقمة قميا دويا ويأخي d  الكجي الجامي ت اسم تيالاح dp حمث

 الاحتمال  كثافلة لاليمها كثافلة أ علاد عللى لكصل  الكجلي عنصلر عللى الطلرفمن تقالمي عنلم( 1  العلقلة فلي

(Probability density) التالمة  العلقة في كيا:  

 
2

),( tr
d

dp
dp 


 

 عن يعبر واليب ايةاللله ين الييتم كل  الفضاء على (1  العلقة ل اي  فإلنا كل  الفضاء في جاميال ت اسم احتيال أيا

 ، الللهلائي الفضلاء ي  للة اللبع   عضلها ح ل اليترا ة الكجي عنا ر ك  في الجامي ت اسم احتيالات يجي ع

 100الم  ن الجالمي ت اسلم احتيلال فلان و التلالي اليفلرو  الفضلاء لليا فلي الجالمي ت اسلم ين يتأكمون لكن ولنا

%=1  
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 1),(),(),( *2
1

0

 








 dtrtrdtrpdp t ……….......……………….. (2) 

  علقة العلقة وتايى ةيرامالع  المالة الي سمة دالتها تايى الاخمرة  ( 2   العلقة في ال ر  تكقف التي العلقة إن

 العلقة تكقفت  كمث  ثا ت لضر ها فإلنا ةيرامع لمات المالة كالت وإذا  Normalization condition  اليعايرة

  :يلي كيا

 1),(),(),( *2
1

0

 








Ndtrtrdtrdp   

 Ndtrtr 




 ),(),( *    1
),(

2









d
N

tr
 

 1),(
1 2






 dtr
N

 

 : يايلي اليعايرة شر  تكقف التي الي سمة  المالة ي تر 

 فقط الي سمة لمالةل وحممة قمية يقا لها للي ضع يكمدة قمية ك  أن أب قميةال أحادية الي سمة المالة ت  ن أن .1

 اليتعمدة منيا  الجامي لت اسم واحم احتيال تعطي القمية أحادية المالة لان أاااي شر  وليا أكثر، ولمس

 ي ان ني كثرأ في يت اسم أن لايي ن الجامي لان يرف   وليا الجامي لت اسم احتيال ين أكثر تعطي القمية

 ( 1 ال    لظرا ، الي ان لفس في ي تلفتان دالتان ل  ي  ن أن لجامي لايي ن أيضا والع س اللكظة لفس في

  .القمية يتعمدة والثالمة القمية أحادية أحماليا دالتمن ييث 
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  لةيتصل غملر الماللة كل ن لأن ، يتصللة ي لتقاتها وكليلس (continuous)  يتصللة الي سملة الماللة ت ل ن أن .2

 الالقطاع ينطقة في يعرف في غمر الجامي يصبح( يا ي ان في المالة في القطاع عنملا 

 الجامي اسمت  احتيال لان يالالهاية قميتها ت  ن ان يج ز ولا لقطة ك  في يعرفة ت  ن أن المالة على يجب .3

 .فمزيائما يقب  غمر أير ول  يالالهاية يصبح

Mathematical Representation of W.F                                       االتمثيل الرياضي لدالة الموجة 

لي سلة ا يا ان اليجال اليادب اليصاحب لكركلة الجالمي يي لن التعبملر عنل   ي سلات واقفلة حملث يي لن تيثمل  داللة 

 :ـ الصمغة الرياضمة التالمة
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),(
txi

etx
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
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  
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),(
tExp

i
x

etx
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                                        (3) 

In three dimension  
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T.D.S.E( nger EquationTime Dependent Schrödi (           معادلة شرودنكرالمعتمدة على الزمن
               

  x)(  النامة لـ (3   اشتقاق يعادلة

)()(
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tExp
i
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i
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xx
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txp
i

x

tx
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

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   i لضرب  رفي اليعادل  في

),(
),(

txp
x

tx
i x







                                          (4) 

  x)( النامة لـ (4ل تف اليعادلة  
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 ـ الزين (3ل تف اليعادلة     t)(  النامة  ل
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),(                                      i  لضرب  رفي اليعادل  في
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txE
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txE
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                                         (6) 

 VTE     

)(
2
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xV
m

P
E    ………..  

),(  ـ    ة لضرب  رفي اليعادل tx                                                                            
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),()(
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),(
),(

2

txxV
m

txP
txE 


                                        (7) 

 تالمةلكص  على العلقة ال  (7في اليعادلة     (6،   (5 التع ي  عن  

),()(
),(
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),(
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22

txxV
x

tx

mt

tx
i 





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

 
                                      (8) 

ل ي وفي ثلث اليعتيمة على الزين ولي يعادلة ذات اليم  كبمرة في يم المس ا(  يعادلة شرودل ر 8تمعى اليعادلة  

 (  الصمغة الرياضمة التالم .8ا عاد تصبح العلقة  

In three dimension    
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 T.I.S.E( Time Independent Schrödinger Equation(      معادلة شرودنكرالغيرمعتمدة على الزمن

 

 :لتاليالي سة ال اقفة على ال    الايجاد يعادلة شرودل رالغمريعتيمة على الزين يي ن كتا ة يعادلة 
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  (  لكص  على:8  اليعادلة ( في 9   تع ي  اليعادلة 
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In three dimension 
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 bservable and OperatorO                                                                   الملاحظه والمؤثر الكمية
 

 

Observable: any physical property which can be measured 

Example: energy, momentum, position, angular momentum, total energy, potential 

energy ….etc   

 ي للنظاا القا   او ل  اليتغمر المينايم Observable   : ك  كيمة فمزياوية يي ن قمااها تايى الكمية الملاحظه

 للقماس يث  الطاقة، الزخي، الي ضع، الزخي الزاوب ........... الخ

 (Operatorفي يم المس ال ي يتي تيثم  ك  كيمة يلحظة  يؤثر  

Operator: any mathematical entity which acts on a wave function and change it to 

another function.  

 ل  ال يمة التي اذا اثرت على دالة الي سة ح لتها الى دالة ي سمة سميمة : المؤثر

 لليؤثر  Âالريز اليات ما ل   

Example 1: 3x ,     xˆ A    

   43ˆ xxxA  

Example 2:   
x

A



ˆ     ,   3x  

 



 23 3ˆ xx

x
A   

 لي دالة سميمة حظ ان لا
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 Operator Equation                                                                                     معادلة المؤثر

xيعتبر اليؤثر التالي 
xx

xA








 ـ  ˆ),(  يي ن وضع العلقة التالمة:  يث      xلاب دالة ل

 ))(()()( xx
x
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
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  )()1( x
x

x 



  

 ـ  يا ان اليعادلة ا  ين الطرفمن لكص  على :  علم  يي ن حيف    xلاخمرة تصح لاب دالة ل

)1(
x

xx
x 







                    (11) 

 يعادلة اليؤثر  (11   تمعى اليعادلة

 

Q.M.R 

 التيثم  في اليم المس ال يي

C.M.R 

التيثم  في اليم المس 

 ال لام ي
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x
ipx



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 igen value equationE                                                                           معادلة القيمة الذاتية

)(لنا  يجي عة ين الاعماد Âلاب يؤثر na  ويجي عة ين الموال)(xn  التالمةالتي تعرف  العلقة: 

)()(ˆ xaxA nnn                                                   (12) 

 ل  المالة الياتم  اليقا ل  للقمية الياتم  . Â   ،)(xnل  القمية الياتم  لليؤثر  naحمث 

 ر علن القميلةالموال ال ا ة التي تبقى  مون تغممر  عم عيلمة تأثمر اليلؤثر عنلم غل  النظل: لي تلس الدوال الذاتيه

 الياتم .

Example 1: By using eigen value equation show that the function xi
n ex 4)(   is an 

eigen function of the operator 
x

A



ˆ  

xiيعادلة القمية الياتمة اثبت ان المالة  اات ماا : 1 مثال
n ex 4)(  لي دالة ذاتمة لليؤثر 

x
A




ˆ  

Solution: 

Let      
x

A



ˆ   xi

n ex 4)(        ،      

)()(ˆ xaxA nnn    

)()(ˆ 4xi
n e

x
xA




  

 xiei 44  

 )(xa nn  

        4ian               eigen value        قمي  ذاتمة 

 xi
n ex 4)(          eigen function    دالة ذاتمة  

 



10 
 

 

Example 2: By using eigen value equation show that the function is an )4(cos)( xxn   

eigen function of the operator  
2

2

ˆ
x

A



   

)()4cos( اات ماا يعادلة القمية الياتمة اثبت ان المالة :  2مثال  xxn   لي دالة ذاتمة لليؤثر
2

2

ˆ
x

A



 

Solution:  

)()(ˆ xaxA nnn    

  )4(cos)(ˆ
2

2

x
x

xA n



  

 )4(cos16)4(sin4 xx
x





 

 )4(cos16))4((cos
2

2

xx
x





  

 )4(cos16)(ˆ xxA n   

16na  

)4(cos)( xxn   

 )(xn  remain unchanged, thus  )4(cos)( xxn   is an eigen function for 
2

2

ˆ
x

A



  
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Example 3: By using eigen value equation show that the function )6(sin)( xxn    is an 

eigen function of the operator 
2

2

ˆ
x

A



   

)(sin)6( اات ماا يعادلة القمية الياتمة اثبت ان المالة  :3مثال  xxn  لي دالة ذاتمة لليؤثر  
2

2

ˆ
x

A



  

Solution:  

)()(ˆ xaxA nnn    

  )6(sinˆ
2

2

x
x

A n



  

 )6(sin36)6cos(6 xx
x





  

 )6(sin36)6sin(
2

2

xx
x





  

 )6(sin36)(ˆ xxA n   

36na  

)6(sin)( xxn   

 )(xn  remain unchanged, thus  )6(sin)( xxn   is an eigen function for 
2

2

ˆ
x

A



  
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Properties of Operator                                                                               خواص المؤثرات

 لي:ـ  لليؤثرات عمة خ اص

 ( (linear operatorالصفة ال طمة  .1

 يؤثرا خطما اذا حقف ال رو  التالمة Âيقال اليؤثر 

i. 2121
ˆˆ)(ˆ  AAA   

ii. 2
ˆ)(ˆ  AaaA    a    is constant 

 Commutation)  فة التبادل      .2

 كيا يلي : Â  ,B̂يعرف تبادل يؤثرين 

 ABBABAC ˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ˆ   

                     (                             Commutator operator(يايى  اليؤثر الياتبمل   Ĉحمث ان 

i. If 0ˆ C       0]ˆ,ˆ[ BA  

    ABBA ˆˆˆˆ   

Commute operator  ABBAفي يث  ليه الكالة يايى الؤثرين يتبادلمن   ˆˆˆˆ   

ii. If 1ˆ C  

Ĉ  Unit operator         ل  الؤثر اليب ييتلس وحمة واحمة  

iii. If 0ˆ C       0]ˆ,ˆ[ BA  

0ˆˆˆˆ  ABBA  

ABBA ˆˆˆˆ      Not commutator operator 

 ق س أن لثبت أن فيي  واحم آن في فمزيائممن يقمارين لقمس أو للحظ فل ي ال ي يم الم ا في العلقات ألي ين وليه

فيلس يعني النا   فر يااوب لا التبادل ق س كان وإذا ، تبادلممن اليؤثرين أن أو الصفر يااوب لليؤثرين التبادل

  همزلبريبما الادقة ل واحم آن في فمزيائممنماس اليقمارين القلالاتطمع 
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ˆ]ˆ,ˆ[اقرأ العبارة     DCF   

 D̂يع اليؤثر  Ĉل  لتمجة تبادل اليؤثر  F̂ان اليؤثر الياتبمل 

],[اثبت ان اليؤثر    مثال x
x


 ل  يؤثر وحمه ؟ 

Solution: 

]ˆ,ˆ[ˆ BAC   

ABBA ˆˆˆˆ   

x
xx

x
x

x
C














 ],[ˆ  

)()(ˆ x
x

xx
x

xC 
















   )(x  لضرب  رفي اليعادلة في  

))(())(( x
x

xxx
x










  

x

x
xxx

x 









)(
))((


  

x

x
x

x

x
xx











)()(
)(


  

)()(ˆ xxC    

1ˆ C  

 

H .W       )واسب  متي         Prove that     1],[ˆ 





x
xC  
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Example:    Show that  ipx x ]ˆ,ˆ[  

Solution:  

 ]ˆ,ˆ[ˆ xpxc   

 xppxc xx ˆˆˆˆˆ   

 )ˆ()(ˆˆ x
x

i
x

ixc








   

 )()ˆ()(ˆ)(ˆ xx
x

i
x

ixxc 
















          )(x  لضرب  رفي اليعادلة  في  

 )(ˆ)
)(

(ˆ)(ˆ xx
x

i
x

x
ixxc 












   

 
x

x
xixi

x

x
xixc











)(
ˆ)()

)(
ˆ)(ˆ





   

 )()(ˆ xixc   x)(  كيف      ين  رفي اليعادلة                

 ic ˆ  ول  اليطل ب                 
 

H .W   ) واسب  متي      Prove that  ixpx ]ˆ,ˆ[   

 ermitean operatorH                                                                       المؤثر الهرميتي .3

Operator Â is said to be Hermitical when satisfying the relation: 

 

 لقة التالمة :يايى يؤثر لريمتي اذا حقف الع Âاليؤثر 

 dAdA nmmn
** )ˆ(ˆ 









                                            (13) 

 خواص المؤثر الهرميتي

 القمي الياتمة اليقا لة لليؤثرات الهريمتم  حقمقمة .1

1. The eigen value corresponds to any Hermitean operator are real quantities 

 
 ن يتعايمة اب تكقف ال ر  التاليقمي ذاتمة ي تل  ت  الموال الياتمة اليقا لة ل .2

0* 




 dmn  
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2. Eigen function corresponds to different eigen value are always orthogonal i.e.  

0* 




 dmn  

*    اثبات الصفة الاولى 
nn aa  

 nnn aA  ˆ ……………..    اات ماا يعادلة القمية الياتمة                            

 ـ     لضرب اليعادل   *
n 

nnnnn aA  ** ˆ   

  اسراء الت اي  على ك  الفضاء 

 dadA nnnnn 








 ** ˆ  ……… (a) 

  لليعادلة اخي اليرافف اليعقم 

 ****ˆ
nnn aA    …………………………   

 ـ   لضرب اليعادل    n 

****ˆ
nnnnn aA    

  اسراء الت اي  على ك  الفضاء 

  daA nnnnn 








 ****ˆ ……………. (b) 

  الطرح

  dadadAdA nnnnnnnnnn 
















 ****** ˆˆ  

 

 0ˆˆ ***  








 dAdA nnnn   ين تعري  اليؤثر الهريمتي                             

 

  daa nnnn 




 **0   

ةايرعيشر  ال     1=       
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  *
nn aa   

 

*0    اثبات الصفة الثانية      




 dnm  

nnn aA  ˆ   i 

mmm aA  ˆ   ii 

n  ،m    لي دوال ذاتمة لليؤثر الهريمتيÂ 

* iلضرب اليعادلة   
m   : ول اي  لكص  على 

 dadA nmnnm 








 ** ˆ ……………… (a) 

 iiلاخي اليرافف اليعقم لليعادلة   

****ˆ
mmm aA    

 ـ    nضرب اليعادلة   

****ˆ
mmnmn aA    

  على ك  الفضاء  اسراء الت اي 

 daA mnmmn 








 ****ˆ …………………. (b) 

  الطرح

 

 dadadAdA mnmnmnmnnm 
















 ****** ˆˆ  

 رف الايار يااوب  فر   ين تعري  اليؤثر الهريمتي الط

 daa nmmn 




 ** )(0  

 لايي ن ان يااوب  فر ك لهيا عمدين ي تلفمن القمية
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 يتعايمهOrthogonal           0* 




 dnm     

 

 ormalized FunctionN                                                                                       الدوال العياريه

 ابف ان  منا حاب فرضمة   رن  ان كثافة الاحتيالم 

),(),(),( * txtxtxp     (Is the probability density) 

 اب حا   ضرب المال   يرافقها اليعقم

dxtxpوعلم  ت  ن ال يمة  x  ،dxx خلل اليمى  tاللكظة  احتيالم  وس د سامي فيلي عبارة عن   ),(  

dxtx
2

),(  Probability of finding particle between x  and dxx   at time t  

),(وين الطبمعي اذا كالت  tx  تص  سايا في الفضاء في  عم واحم فان ليا الجامي لا م ان ي  ن ي س دا في

 لقطة ين لقا  الفضاء ليلس فان 

 1),( 




dxtxp  

 xيتغمراذ ان يجي ع ك  الاحتيالات اليي ن  واحم دائيا وحمود الت اي  لنا على ك  القمي اليقب ل  لل

1),(),(* 




dxtxtx   

),(اذا كالت  tx    تكقف اليعادل  اعله فمقال عنها دالة عمارية   Normalized 

 

 hogonality of Wave FunctionOrt                                                                              التعامد
 

1. Tow different wave function  n  & m  are said to be orthogonal if  

0* 




 dnm  

2. Wave function that are solution of given Schrödinger equation are usually 

orthogonal one to other  

   ن عادة يتعايمة يع  عضها البع دالات الي سة التي ت  ن لي ح  ليعادلة شرودل ر ي تركة ت
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3. Wave function that are both orthogonal and normalized called (orthonormal) such 

that  

 orthonormalاذا كالت المالتمن يتعايمتمن ويعمره  نفس ال قت عنملا تمعى  

mnnm d  




*  

Where the kroneker delta  )( mn  is function with tow values 

1mn   at  nm   

0mn   at  nm   

 

Q)   Prove that  xp  is Hermitian operator ? 

 العلقة التالمة  لريمتما اذا حقف Aيايى اليؤثر

  dAdA nmmn
** )ˆ(ˆ 









  

 :ـيؤثرا لريمتما xpوالان لنرى اذا كان 

 dx
x

i mn  )(*










  

 dx
x

i mn 



 





*  

                    u       dv 

      تجزئ و اات ماا الت اي   ال                                                   













--

duvuvdvu 

dxلفر  ان                                                                    
x

m



dv       ،  *u n 

mv      ،dxاذن                                                                                 
x

n






*

du


 








 




-

*
*
ni- dx

x
i n

mm


   
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       =0      x     0  



















-

*

-

*

)( dx
x

idx
x

i n
m

n
m





   










-

*)( dx
x

i n
m


   

 





-

*)ˆ( dxp nxm   

  ل لريمتي xpاذن اليؤثر 

  ل  ان اليؤثر  واجب بيتي 
x


 لريمتي اا لا  ؟   

 

 
   Physical Interpretation                                                   التفسير الفيزياوي لمعادلة القيمة الذاتية 

 

)()(ˆ xaxA nnn    

 ل  كيا يلي :ـ لتفامر الفمزياوب ليعادلة القمية الياتمةا

واليت اسم في الكالة ال يمة   يق ا  قماس الصفة الفمزياوية التي ييثلها النظاا الي   ف  مالة الي سة   Âاليؤثر 

n لتمجة عيلمة القماس لي القمية الياتمة ،na . 

   )()(ˆ xaxA nnn                             

   Make Measurement                           Result of Measurement 

    
                       on a system in State n   

 

 والي س د في الكالة ال يمة  nعلى النظاا الي   ف  المالة   p̂على غرار ذلس لق ل عنميا يؤثر يؤثر الزخي  و

n  فال  يق ا  قماس الزخي للنظاا في تلس الكالة 



20 
 

)14(

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ

22





















nnn

nnn

nnn

nnn

rr

EH

pp

pp









 

 (10( ،  6( ،  5( ،  4اذا تيكرلا اليعادلة  

 p
x

i 



     (4)  

 
 2

2

2
2 p

x





     (5)  




E
t

i 



    (6)  

 ExV
xm














 )(

2 2

22
     (10) 

  مغة يؤثر الطاقة ل   مغتان ليا :

)15(

)(
2

ˆ

ˆ

2

22























xV
xm

H

t
iH





 

 .يؤثر يقا   لصمغة فمزياوية يعمن وعلى ليا الاااس يي ن ايجاد الصمغة الرياضمة لاب 

 

 

  بيتيواجب 

xmpال لام مة يات ميا العلقة  .1 x  سم الصمغة الرياضمة ليؤثر الارعة 

Q 2) By using the classical relation prL


  show that;  

prLيات ميا العلقة ال لام مة 


 اثبت ان يؤثرات يركبات الزخي الزاوب لي على الت الي 

)(
y

z
z

yiLx








   
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)(
z

x
x

ziLy








     

)(
x

y
y

xiLz








   

 

 

 Expectation Value and Variance                                        القيمة المتوقعة والتغاير )التفاوت(

 

If the system is in state    which is not an eigen state of a such observable, then it 

is not possible to say with certainty what measured value will be found for A . Therefore, 

one has to use the average value A  which called in Q.M. expectation value of A . It is 

defined mathematically as: 

فال  لايي ن  Âوالتي لي دالة غمر ذاتم  لليؤثر  اب ي   ف  مالة الي سة   اذا كان النظاا في الكالة

ت قعة قمية اليلل ي  االتنبؤ  نتمجة عيلمة القماس في يث  ليه الكالة لات ما يعمل القمية واليب يايى في يم المس ا

 :ياضما  العلقة الرياضمة التالمةواليب ييث  ر










d

dA
AA

*

* ˆ
                                                (16) 

For normalized      اذا كالت المالة عمارية 

  dAAA ˆ*  

Example: 

  Position)الي ضع    .1

 dxxx  ˆ*  القمية اليت قعة للي ضع        

 

   (Momentum)الزخي  .2
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 dxpp xx  *  القمية اليت قة للزخي            

    
x

ipx



    

 


 dx

x
ipx  *  

 

 (Total energy)القمية اليت قعة للطاقة ال لمة    .3

 dxEE  ˆ*  ,    
t

iE



    

 


 dx

t
iE  *  

 

 (Kinetic energy)القمية اليت قعة للطاقة الكركمة    .4

 dxTT  ˆ*  

    
m

p
T

2

ˆˆ
2

 ،    
x

ip



 ˆ    ،     

2

2
22ˆ

x
p




   

 
2

22

2
ˆ

xm
T







 





 dx

xm
T 

2

2
*

2

2


 

 

 (Variance)                                                                                                                )التفاوت(
 

Variance: The deviation in the measured of the operator Â  from its expected value A  

 التفاوت : ل  يقمار الالكراف  قمية القماس عن القمية اليت قع  ليلس اليؤثر .

 ورياضما يعطى  جير يعمل ير ع القمية اليت قع 

 2
1

})({ 2  AAA  

  22 )()( AAA  
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    dAA 2* )(  

    dAAAA )2( 22*  

     dAdAAdA 2**2* )2(  

 222 2)(  AAAAA  

 222)(  AAA …………………………………………………………    (17) 

 التفاوت     يعادلة      

Example: 

 

1. (Position) التفاوت في الي ضع              

222)(  xxx  

 dxxx  2*2 ˆ  

2*2 )ˆ( dxxx   

2. (Momentum)  التفاوت في الزخي         

222)(  xxx ppp  

 dxpp xx
22*2 )(   

2*2 )( dxpp xx   

 

 nstant of motionEigen function and co                                        الدوال الذاتية وثوابت الحركه

If the Eigen function    of the operator  Â  with Eigen value )(a , then all 

measurements of the observable )(A  lead to the Eigen value )(a   i.e. aA   then the 

observable A is called (constant motion) and it is conserved quantity 

 )0( 




t

A
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فان في يث  ليه الكالة ك  عيلمات القماس التي  a)(يع قمية ذاتمة يقا ل   Âدالة ذاتمة لليؤثر   اذا كالت المالة  

aAاب ان   aاتؤدب الى القمية الياتمة  A)(تجرب لايجاد ال يمة اليلحظة    في يث  ليه الكالة يقال للقمية

ثا تة لاتتغمر يع   Aوذلس يعني  ان ال يمة اليلحظة   conserved ثا ت حركة او كيم  يكافظ   A)(اليلحظ  

0الزين   





t

A
A  

 ثبات ذلك رياضيا لاحظ مايليلا

  dAA ˆ*  

  اخي ي تقة الطرفمن  النابة للزين

 


















d

t
AA

t
AA

t
)ˆ( *

*
 ………….. (a) 





















*
*

)ˆ(

ˆ







H
t

i

H
t

i





………………………………. (b)     اات ماا اليعادلة  

(  عن   b التع ي  ين اليعادلة   
t


   ،

t

 *
 ( ي  ن aفي اليعادلة     

 dHA
i

AH
i

A   }ˆˆ)ˆ({ **


  

 وين تعري  اليؤثر الهريمتي لمينا 

 dAHdHA ˆˆ)ˆ(ˆ **

   

   dHAAH
i

AA
dt

d
)ˆˆˆˆ(*


  

In Q.M we assume that      AA    

    dHAAH
i

A )ˆˆˆˆ(*


     

  AH
i

A ˆ,ˆ


   ………………………...…………………………………………(18) 

                                          Motion equation الكركة يعادلة  
 

  Constant of motion  يايى ثا ت الكركة  Âو 
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The equation of motion (18) show that the fact the observable Â  to be motion constant 

if its operator are commute with the Hamilton operator.    

 ي  ن ثا ت حركة اذا كان يتبادلا يع اليؤثر الهايلت لي Âاب ان اليؤثر 
  

Example: Show that the momentum xp  of free particle is constant motion? 

 لجامي حر ل  ثا ت حرك  ؟ xp اثبت ان الزخي ال طي

Solution 

 )(
2

ˆ
2

22

xV
xm

H 






    Since free particle                       0)( xV  

 
2

22

2
ˆ

xm
H







 

 pH
i

p ˆ,ˆ


   

)ˆˆˆˆ( HppH
i

p 


  

`  )ˆˆˆˆ( HppH
i

p 


  لضرب  رفي اليعادلة في                 

 )}
2

()()()
2

{(
2

22

2

22

xmx
i

x
i

xm

i
p






























  

 }
22

{
3

33

3

33

xm

i

xm

ii
p

















  

 0p                        0p   motion ofconstan p   اذن الزخي ل  ثا ت حركة  

 

Prove that: - 

 a)   VTE  

 ل اينة.للطاقة ا يت قعةالقمية اليت قعة للطاقة ال لمة تااوب القمية اليت قعة للطاقة الكركمة يضاف المها القمية ال

   (T.D.S.E)البرلان : ل تب يعادلة شرودل ر اليعتيمة على الزين 

 


V
mt

i 





 2
2

2


  
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 ة اليؤثرات يي ن كتا ة اليعادلة على النك  التاليو ملال

  VTE ˆˆˆ   ………………………………… (a) 

 واسراء الت اي   النابة للكجي لكص  على :  *ين الماار في    )a(و ضرب  رفي اليعادلة  

 dVdTdE   ˆˆˆ ***  

    VTE  ول  اليطل ب     

 

b)    xp
m

x
dt

d 1
 

 ـ   يقا ية على ال تل   xفي وحمة الزين يااوب القمية اليت قعة  للزخي في اتجاه    xتغمرالقمية اليت قعة ل

 ليا كان : البرهان

  dxxx  ˆ*  

  dxx
dt

d
x

dt

d
 ˆ*  

  







 





 d

tt
x )( *

*

………………. (a) 

        From T.D.S.Eين يعادلة شرودل ر اليعتيمة على الزين   

 


)(
2

2
2

rV
mt

i 





 
  

  i   القاية على

 




i

rV

m

i

t




 )(

2

2 



……………….... (b) 

 و اخي اليرافف اليعقم لطرفمها

 




i

rV

m

i

t

*
*2

* )(

2













     ………… (c) 

  و تع ي  قميتي
t


  ،

t

 *
 : لكص  على  aفي اليعادلة    b    ،cين اليعادلتمن    
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    dxx
m

i
x

dt

d
)(

2

*22*
 …..…….. (d) 

    :From Greens Theorem            اات ماا لظرية كرين

 0)()( ***22*   dsxxdxx   

The boundary condition imposed on    make the surface integral equal to zero 

 يجع  الت اي  الاطكي يااوب  فر  ال ر  اليكمد على  

The probability of finding the particle outside the volume is equal to zero i.e. the wave 

function    is equal to zero on the surface 

 على الاطح 0اب ان احتيالمة   س د الجاميات خارج الكجي يااوب للصفر اب ان دالة الي سة 

       dxdx *22*(  

   ني  dو التع ي  في اليعادلة  

    dxx
m

i
x

dt

d
)(

2

2*2*
……………… (e) 

 وليا كان

 xx 2  

)(   x                       

  2x                             

 
x

xx



 222 ……………. (f) 

 (e)  في يعادلة    (f)لع   يعادلة   

  


 


 d

x
xx

m

i
x

dt

d
)2(

2

*2*2*
 

  


 


 d

xm

i *
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  


  d

x
i

m
)(

1 *    

   dp
m

xˆ
1 *  

    
m

p
x

dt

d x 
  ول  اليطل ب        

 

     c) 





x

V
p

dt

d
x     

 الناللبة  Vفللي وحللمة الللزين ياللاوب اللالب القميللة اليت قعللة لي للتقة الطاقللة ال اينللة   xpتغمرالقميللة اليت قعللة لللـ  

  xللحماثي 

 البرهان 

 ليا كان

 


  d

x
ipx )(*   

 


 


 d

xdt

d
ip

dt

d
x

*  

 















 


 d

xttx
ip

dt

d
x )(

*
* ……………. (a) 

   From T.D.S.E       تيمة على الزين ين يعادلة شرودل ر اليع

 


)(
2

2
2

rV
mt

i 





 
  

 i القاية على 

 




i

rV

mit




 )(

2

2 






……………….... (b) 

  اخي اليرافف اليعقم

 




i

rV

mit

*
*2

* )(

2










…….……….. (c) 

 لكص  :  (a)(  في اليعادلة c،    (b) لع   يعادلة  
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 









 


 d

xi

V

mii

V

mix
ip

dt

d
x ])

2
()

2
([ **22*








   

 

















 








 d

x
V

xm
V

xxm
p

dt

d
x ]

22
[ **2

2
*2*

2 
 










 d
xxm

d
x

VV
x

p
dt

d
x )]([

2
)( 2**2

2
**



















 


 

Apply Greens theorem on the second term  

 نااب  .ا تطبمف لظرية كرين على الكم الثالي وتك يل  الى ت اي  اطكي واليب يااوب  فر كيا  منا اا ق 

 ds
xx

d
xx




















 ][][ **2**2 










 

     0  

 ت اي  الكم الاول فه  يااوبايا 







 d
x

V
x

V

x
V














 

** )((  

 d
x

V
p

dt

d
x  


 *  







x

V
p

dt

d
x  ول  اليطل ب  
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 Solution of T.D.S.E                                                           معتمدة على الزمنالشرودنكرحل معادلة 

t

tr
itrrVtr

m 




 ),(
),()(),(

2

2
2 

 


     …………..…………………...… (8) 

فصلل    يللا ان يعادلللة شللرودل ر اليعتيللمة علللى الللزين لللي يعادلللة تفاضلللم  سزئمللة يللن الرتبللة الثالمللة فللان  ريقللة

 اليتغمرات يي ن ان تات ما لك  ليه اليعادلة : اب ان

)()(),( trtr    

t

t
r

t

tr








 )(
)(

),( 



 ……………. (a) 

)()(),( 22 rttr   …………... (b) 

 لكص  على 8في يعادلة      (b)،    (a)لع   ين  

 
t

t
ritrrVrt

m 




 )(
)()()()()()(

2

2
2 

 


 

),(لقاي على  tr لكص  على 

 )(
)(

)(

2

)(

)(

1 22

rV
r

r

mdt

td

t
i 











  

قى ن يباوك   رف يجب  ،للحظ الان ان الطرف الايار يعتيم على الزين  منيا الطرف الايين يعتيم على الي ضع

 ثا ت لفا  رف يااوب اليقمار الثا تا ل ي تبقى اليعادلة  كمك  اذا  ك  

 E
dt

td

t
i 

)(

)(

1 


     ………………………………………………………….. (19) 

 )()()(
2

2
2

rErVr
m

 
 
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 19والان اسراء الت اي  على اليعادلة  

 



tt

dtE
i

t

td

00
)(

)(




 

 Et
i

t
t




0
)(ln  

 Et
it




)(

)(
ln



 

 
tE

i

et 


 )()(  …………………………...……..…………………....…..… (20) 

 })(){(),(
tE

i

ertr 


  ………………………..………….................…… )02(   

Let 1)(   

 
tE

i

ertr 



 )(),(   

 1),()(),(),( ** 


  detrerdtrtr
tE

i
tE

i

  

 وين  لاتنتج

1)()(*   drr  

يجللب ان ت للل ن عماريللة ايضلللا . وليللا كاللللت احتيالمللة الكصللل ل علللى سالللمي تتنااللب يلللع   r)(اب ان المالللة  

),(),(* trtr   وان الاخمرة تااوب)()(* rr   وليا يعني فمزياويا ان احتيااية الكص ل عللى الجالمي فلي

 الزين .  لقطة لاتعتيم على

)02(الجامي اليب دالت  الي سمة  الصمغة   يقال عن  ال  في حالة ياتقرة  Stationary state  
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Properties of Energy Level and Wave Function –Degeneracy 

 حلال الان -صفات مستويات الطاقة ودوال الموجة 

 
Degeneracy:  is the case when there are more than one wave function corresponds to the 

same eigen value 

 :ـ لي الكالة التي ي  ن فمها اكثر ين دالة ذاتم  تقا   لفس القمية الياتمة.  الانحلال 

 

 كملث ت ل ن لليه اللموال  nاحلمه اكثلر يلن داللة ي سلة و  nEفي حالات يعمن  يرافلف يالت ى  اقلة يعلمن يثل   

 ( وفلي يثل  لليه الكللت ياليى يالت ى الطاقلة يلنكل(linearly independentياتقلة خطما عن  عضلها اللبع  

Degeneracy   ودرسة الالكللdegree of Degeneracy   لليلس  الياتقل  اليرافق  الي سمة تااوب عمد الموال

فلان علمد اللموال اليالقل  الم  ن    Nيلنكل  مرسلة الكللل تالاوب    nEاذا كلان يالت ى الطاقلة اليات ى. فيثل 

  Nيااويا لـ   

1
n    ,   2

n   ,  3
n   ,    ............... , N

n  

 التركمب ال طي لهيه الموال لي

 



N

i

i
npi

p
n c

1

   Np 1                                                (21) 

 ان يجي عة الموال الي ضكة  العلقة اعله ت ضع ل ر  لعمارية والتعايم

 pqnm
q
m

p
n d   }{}{ *                                                 (22) 

  ان احتيالمة ان عيلمة القماس اتؤدب الى القمية الياتمةna : تعرف  العلقة التالمة 
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



d

d
p

n

n *

2
*

  

For normalized  

2
*  dp nn   

يلة لهلليا ( ان قم(Overlap integralيلحظلة ان الت ايل  فلي العلقللة الرياضلمة الاخملرة يالليى  ت ايل  التلماخ     

 واق  قمية ل   فر 1الت اي  

   

 

..... تص  حالات لظاا فهيه المالات تمعى  المالات  , 1  , 23: اذا كان لمينا يجي عة ين الموال  ملاحضة

 ..... على الت الي . فعنمئي يي لن كتا لة الماللة الجميلمة  , 1a  , 2a3aيا النظاا لي الياتمة للنظاا والقمي الياتمة له

 التي تيث  اليجي ع ال طي للمالات الياتمة  ال    الاتي


n

nnnn ccccc  ...........332211  

 ) ( linear superposition principleقة يبمأ التركمب ال طي  تايى ليه العل

 

 اثبت ان الاحتيالمة ال لمة تااوب يجي ع الاحتيالمات الجزئمة /س 

 لبمأ   ر  اليعايرة

1
spaceall

*   d  

  
m

mm

n

nn cc 1**   

 1**   dcc mn

n

m

m

n  

 1*  nm

n

m

m

n cc          if mn     for  1nm     
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 1* 
n

mn cc  

 1
2


n

nc  

جب لجزئم ( ويااب ان الاحتيالمة ال لمة تااوب يجي ع ير عات القمي اليطلق  لليعايلت داخ  اليف     الاحتيالمة 

 ان تااوب واحم في ك  الاوقات

 

تمة ية الياالقم اليت قعة ل يمة يلحظة تااوب يجي ع حا   ضرب الاحتيالات الجزئمة فياثبت ان القمية   (2

 اليقا لة لها

 
n

nn acA
2

 

 2

2

21

2

1 acac  

 البرهان

  dAA ˆ*  

 
m

mm

n

nn dcAc  }{}{ *
 

 
m

mm

n

nn dAcc  **
 

 
n

mn

m

mmn dacc  **
 


n m

nmmmn acc *
                                     when 1 nmmn   


n

nnn acc*
 

    
n

nn acA
2

 

 التفامر الفمزياوب لليعادلة اعله ل 

The expectation value of A is the sum of each eigen value na  times the partial 

probability  
2

nc  of the system to be in that state n  

 



35 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

)(اثبت ان احتيالمة ان تؤدب عيلمة القماس الى القمية الياتمة   ( 3 np  الاحتيالملة الجزئملة كلي يت اسلم يااوية الى

 n النظاا في الكالة ال يمة

 

 البرهان

 
22

*
nnn cdp      

2

2211
* )(  dccn    

2
*

  dc nnn  

2

nnnc                              1 nmmn   

 
2

nn cp   

 

  انحفاض الاحتمالية وكثافة تيار الاحتمالية
Conservation of Probability and Probability Current density 

  يا ان الاحتيالمة ال لمة يجب ان تااوب ال احم الصكمح اب ان

1*    dPt  

To proof conservation of probability 


dt

dpt Must be equal zero 

   يع الزين يجب ان تااوب  فر tPلاثبات ان الاحتيالمة ال لمة يجب ان لا تتغمر يع الزين فان الي تقة 
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  d
dt

d

dt

dpt *   

                    







 





d

tt

*
*

 

  اات ماا اليعادلة 

 


H
t

i ˆ



                        


H

i

t
ˆ









 

*
*

)ˆ( 


H
t

i 



                *

*

)ˆ( 


H
i

t 





 

    dHH
i

dt

dpt )]ˆ()ˆ[( **


 

   Ĥ   Is Hermitian operator  i.e.  

  dHdH   )ˆ()ˆ( **  

    dHH
i

dt

dpt )ˆˆ( **


 

   0
dt

dpt  

صلفة ة ، حملث الليا يعني ان الاحتيالمة ال لمة لاتعتيم على الزين وترينا النتمجلة ايضلا حاستنلا لليلؤثرات الهريمتمل

 .  لاحتيالمة ال لمة ثا ت  يع الزينالهريمتمة لي  قاء ا

 
 lity Current densityProbabi                                                                 كثافة تيار الاحتمالية

كثافة الاحتيال اليعطاة ين حا   ضرب  ان ف رة *dp    تؤدب الى التف مر   س د يايي ن ان يصطلح علم

سم يفه ا ال ثافة و ل لام مة لجم ال  حمنيا وسم يفه ا. والابب في ذلس ل  النا ل  تفكصنا اليبادئ االاحتيالمة  تمار

ئي خلارج التمار يرتبطا يع  فتغمر كثافة شكنات كهر ائمة يع الزين ضين حجي يعمن يؤدب الى اريان تمار كهر لا

 .الاطح اليكمط  يلس الكجي

عللى غلرار  يةدلتة الاستتمرارلاشتتقا  معاكثافلة الاحتيالملة فلي اليم الملس ال يلي ان الف رة يي ن تعيميها عللى يبلمأ 

 .عادلة الااتيرارية في ال هر ائمةي

 *dp       لنعتبرالان  كثافة الاحتيالمة     
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ttt

pd













 


 *
*

  

  


H
t

i ˆ



  ,  *

*

)ˆ( 


H
t

i 



   

 و كيف الي تقات

  H
i

H
i

t

pd ˆ)(ˆ ***









 

 )ˆˆ( ***  HH
i




 

  Ĥو التع ي  عن 

)(
2

ˆ 2
2

rV
m

H 





 

 ]))(
2

())(
2

([ 2
2

**2
2

 rV
m

rV
m

i











 

  )(
2

)(
2

*2***2 rV
i

m

i
rV

i

m

i











  

  2**2

22





m

i

m

i 
 

  2**2

22


mimi


 

 )(
2

*22*  



mi


 

 وليا كان

 )( ***22*  


 

 )(
2

. **  


midt

dpd  

 0)(
2

. **  


midt

dpd  
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  العبارة j  يمةولنعرف ال 

 )(
2

**  


mi
j  

 

 ولايمها يتج  تمار الاحتيالمة

    0.  j
dt

dpd


                     (23) 

                                              

 .س دة في ال هر ائم  والثري دايني يعادلة الااتيرارية ولي شبمهة لتلس الي س 23تايى اليعادلة 

مار ن كثافة تب سريا ان اليعمل الزيني لتغمر كثافة الاحتيالمة لاتج  اب تعني التفامر الفمزياوب لليعادلة اعله

 .ل تغممر ت اسم الجامي داخ  الاطحيااوب يعمالاحتيالمة واليب ت ايل  ح ل اطح يغلف يجب ان 

 

 uantized StatesQ                                                                                      الحالات المكممة

هلا مقلال عنف فل  يتيملزةلنفاها و ص رة دقمقة قلمي يعر ،تت ي  ع  ال يمات الماينيم مة  يث  الطاقة والزخي الزاوب(

ا يعطي غالب ياتكم  في اكثر الاحمان لان تطبمف ااس اليم المس ال يي على ينظ ية يعمنة . ليا الال  الها ي يية

   قمي يت قعة ( اتت زيع لهيه القمي التي لكص  علمها لتمجة القماا

كقلف تلليه اللموال لقميلة تيايلا وينيم ملة يعرفلة ااداذا لنالس ل ع ين دوال الي سة تقا   الكالة التي ت  ن فمها كيملة 

 اليعادلة التالمة

  aA   

  aيعرف  تيايا  ال يمة    A  ثا ت حقمقي عنمئي ت  ن ال يمة  aحمث  

 وللبرلن  على ذلس لكاب القمية اليت قع 

   dAA *  

   da*  

   da *  

  aA   

 وكيلس فان

   dAAA )ˆ(ˆ*2  

           daÂ*  



39 
 

           dAa ˆ*  

           daa *  

           da *2  

 22 aA     

 222)(  AAA  

 022  aa  

  aيعرفة  القمي  المقمق     A   ان    A عبارة اخرى فلمس لنالس اب شس  او لادقة( في قمية  

  arityP                                                                                                                           التماثل

س لموال تيتلاتتص  دوال الي سة في اكثر الاحمان  صفة يهية تلعب دورا ااااما في الظ الر الفمزياوي  يفادلا ان 

 طة الا   النابة لللع اس في الاحماثمات خلل لق (odd)وفرديا  (even)على التناوب تناظرا زوسما 

( ) even parity

( )

( ) odd parity

x

x

x










 
 

  

 

Example 1 

 xxy sin)(   

 )sin()( xxy   

 )(sin)( xyxxy   

Example 2 

 xxy cos)(   

 )cos()( xxy   

 )(cos)( xyxxy   

)()(يتنلللاظرة اب ان  xV)(اذا كالللت  xVxV  كللل  فت للل ن كلل  الكلللل ل ليعادللللة اقلللة غملللر ينطوياللت يات ال

 شرودل ر الغمر يعتيمة على الزين تأخي ال  لمن

)()(ايا            xx       
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)()(او            xx    

 تكقف يعادلة شرودل ر الغمر يعتيمة على الزين x)(وليا كالت 

)()()()(
2

2
2

xExxVx
m

 
 

 

    x-  ـ x م ااتبمال  وعن

 )()()()(
2

2
2

xExxVx
m







 

)()(و يللا ان  xrx n   ،)()( xrx n   غمللر تكقللف يعادلللة تفاضلللمة واحللمة ولللي يعادلللة شللرودل ر

  وسب ان ي  ن  يعتيمة على الزين

 )()( xrx n  ……………….  

    -x  ـ  xاتبمال  و ا  nrحمث  

 )()( xrx n    

  و التع ي  في

 )()( xrrx nn    

 )()( 2 xrx n                        12 nr  

 ي  ن nrو العع ي  عن  )( و الرس ع الى اليعادلة

 )()( xx    

)()(  وفلللي الكاللللة التلللي ي للل ن فمهلللا xx    يقلللال للمالللللة   الاخللللرى تياثللل  زوسلللي  منيلللا فلللي الكاللللة 

)()( xx    يقال ان لها تياث  فردب. 

لل   x)(( اليب حا   تأثمره على المالة R̂   )Reflection operatorاس ويي ننا الان ان لعرف يؤثر الالع 

 ـ x  ااتبمال    -x    

 )()(ˆ xxR   

 
 

Reflection operator: is that operator when operate on such function convert it around the 

origin i.e. )()(ˆ xxR   
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  ال    التالي )( ط يي ن كتا ة اليعادلة تك ير  ام

)()()(ˆ xxrxR n    

   نعلى  رفي اليعادلة اعله ي R̂، ول  اثرلا الان يرة اخرى  اليؤثر تيث  القمي الياتمة للتياث  nrحمث 

)(ˆ))(ˆ(ˆ xrRxRR n   

)(ˆ xRrn                   

  )(2 xrn                   

 و نفس ال قت

 )(ˆ))(ˆ(ˆ xRxRR    

 )(x                  

   112  rrn  

او فرديلة لنلا  xولليا يعنلي ان دوال الي سلة للتياثل  ايلا ان ت ل ن زوسملة فلي  1ة للتياثل  للي اب ان القمي الياتمل

1nr  لي القمي الياتمة لليؤثرR̂  منيا )(x لي المالة الياتمة 

Example 

 Let 2)( xx   

 1)()(ˆ 22  nrxxxR  

ˆ)(اذا كان اليؤثر  س( xH  اليؤثر الهايلت لي( دالة زوسمة في x  اب ان)(ˆ)(ˆ xHxH    فبرلن ال  يتبادل يع

  يؤثر الالع اس(  R̂اليؤثر 

    

 :البرهان 

)()(ˆ))()(ˆ(ˆ xxHxxHR    

          )()(ˆ xxH    

)(ˆ)(ˆ xRxH                        

 وعلم  فان

)(ˆ)(ˆ)()(ˆˆ xRxHxxHR    

 اذن 
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0)()ˆ)(ˆ)(ˆˆ(  xRxHxHR   

 يااوب  فر R̂  ،Ĥلليؤثرين  Ĉاب ان الياتبمل 

 0ˆˆˆˆˆ  RHHRC  

 

 

 

 

Q1) Establish the operator equation 

a)   
x

xxnx
x

nnn








 1   

b)   and hence show that : 

      1],[ 


 nn xnx
x

 

Solution:  

 a)   For any function of   x , say )(x  one can write: 

 ))(()()( xx
x

xx
x

nn 








 

          
x

x
xxxn nn




  )(

)(1 
  

Since this equation must valid for any function of x , thus the operator equation is : 

 
x

xxnx
x

nnn








 1  

b) 

 )()())(()(],[ x
x

xxx
x

xx
x

nnn 













 

 
x

x
x

x

x
xxnx nnn









  )()(

)(1 
  

 )(1 xnxn   
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Hence the tow operators nx
x

,



 are not commute, and the corresponding commutator 

operator is, i.e.  1],[ 


 nn xnx
x

 

 

 
 
 

Q2)  Evaluate ],[
n

n

xx 






 

Solution:  

 )()()()()(],[ x
xx

x
xx

x
xx n

n

n

n

n

n



























 

 )
)(

()
)(

(
x

x

xx

x

x n

n

n

n




















 

 
1

1

1

1 )()(


















n

n

n

n

x

x

x

x 
 

 0  

The tow operators  
x


 and 

n

n

x


are not commute 

 

Q3)  Show that 
2

2

1

)(
x

ex


 is an eigen function of the operator 2

2

2

x
x





 and find the 

corresponding eigen value? 

 

Solution:  

 )()(ˆ xaxA nnn    

 
2

2

1

2

2

2

)(
x

ex
x







  
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22

2

1

22

1

2

2 xx

exe
x







  

 
22

2

1

22

1

)(
xx

exex
x







  

 
222

2

1

22

1

22

1
xxx

exexe


  

 
2

2

1
x

e


  

 )(xn  

Since the function 
2

2

1

)(
x

ex


 remain unaltered under the operator, thus it is an eigen 

function of  Â   and its corresponding eigen value is 1na  

 

Q4)  Show that 
x

xV
ixVpx






)(
)](,[   

))()(()](,[ xxx pxVxVpxVp   

)())()(()()](,[ xpxVxVpxxVp xxx   x)( لضرب في               

)()()()( xpxVxxVp xx    

  
x

ipx



   

 )()()())()(( x
x

ixVxxV
x

i 








   

 
x

x
xVi

x

xV
xi

x

x
xVi
















)(
)(

)(
)(

)(
)(





  
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 )(
)(

x
x

xV
i 




   

     
x

xV
ixVpx






)(
)](,[   

  

 

 

 

مي الكر ان اليؤثر الهيلت لي للجا  رلن   (5س 
2

22

2
ˆ

dx

d

m
H


 ل  يؤثر لريمتي 

 الجواب:

اذا كان 
2

22

2
ˆ

dx

d

m
H


 :لريمتما فا ف يكقف العلقة 

 dxAdxA nmmn
** )ˆ(ˆ  









  

 ين الطرف الايار

 dx
dx

d

m
dx

dx

d

m

m
nmn 2

2
*

2

2

22
*

2
)

2
(


 












 
 

 و اات ماا الت اي   التجزئة لفر  ان

 nu   ، dx
dx

d
dv m

2

2
  

   dx
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 و يا ان دالة الي سة يكمدة فان الكم الاول يتلشى

 dx
dx

d

dx

d

m

nm )()(
2

*2 








 

 الت اي   التجزئة يرة ثالمةو تطبمف 

dx

d
u n

*
  ، dx

dx

d
dv m

  

   dx
dx

d
du n

2

*2
  ، mv   

 dx
dx

d

mdx

d

m

n
m

n
m 2

*22*2

22





 










 

 

 ويرة اخرى يتلشى الكم الاول لنفس الابب الاا ف

 dx
dx

d

m

n
m )

2
(

2

*22 



 





 

 dx
dx

d

m

n
m

*

2

22

)
2

(





 




 

 dxH nm
*)ˆ( 





  

 للجامي الكر ل  يؤثر لريمتي Ĥاليؤثر الهيلت لياذن 
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 Ĥ التع ي  عن قمية  و



55 
 

   






















 )),,(

2
)(())(,,(

2
(ˆ,ˆ 2

2
2

2

zyxV
mx

i
x

izyxV
m

pH x





 

 




















 )),,(

2
)(())(),,(

2
( 2

2
2

2




zyxV
mx

i
x

izyxV
m





 

 




























x

zyxV
i

xm

i

x
zyxVi

xm

i  ),,(

2
),,(

2
(

3

33

3

33







 

 

































x

V
zyxi

x
zyxVi

xm

i

x
zyxVi

xm

i
),,(),,(

2
),,(

2
(

3

33

3

33










 

  
x

V
ipH x




  ˆ,ˆ  

  
x

V
ipH x



 ]ˆ,ˆ[  

  سـ( 
x

xV
ixVpx






)(
)](,[    

))()(()](,[ xxx pxVxVpxVp   

)())()(()()](,[ xpxVxVpxxVp xxx     

)()()()( xpxVxxVp xx    

  
x

ipx



   

 )()()())()(( x
x

ixVxxV
x

i 








   

 
x

x
xVi

x

xV
xi

x

x
xVi
















)(
)(

)(
)(

)(
)(





  

 )(
)(

x
x

xV
i 




   

     
x

xV
ixVpx






)(
)](,[   



56 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 ( ان :3لن  اات ماا النتائج في التيرين   ر .4

 ( أ xp
m

x
dt

d 1
  

  ب( 





x

V
p

dt

d
x 

 لجوابا

  أ( xp
m

x
dt

d 1
 

 dxxx  ˆ*  

  dxx
dt

d
x

dt

d
 ˆ*  

  







 





 d

tt
x )( *

*

………………. (a) 

        From T.D.S.Eين يعادلة شرودل ر اليعتيمة على الزين   



57 
 

 


)(
2

2
2

rV
mt

i 





 
  

  i   القاية على

 




i

rV

m

i

t




 )(

2

2 



……………….... (b) 

 و اخي اليرافف اليعقم لطرفمها

 




i

rV

m

i

t

*
*2

* )(

2













     ………… (c) 

  و تع ي  قميتي
t


  ،

t

 *
 : ص  علىلك  aفي اليعادلة    b    ،cين اليعادلتمن    

    dxx
m

i
x

dt

d
)(

2

*22*
 …..…….. (d) 

    :From Greens Theorem            اات ماا لظرية كرين

 0)()( ***22*   dsxxdxx   

The boundary condition imposed on    make the surface integral equal to zero 

 يجع  الت اي  الاطكي يااوب  فر  ال ر  اليكمد على  

The probability of finding the particle outside the volume is equal to zero i.e. the wave 

function    is equal to zero on the surface 

 على الاطح 0دالة الي سة اب ان احتيالمة   س د الجاميات خارج الكجي يااوب للصفر اب ان 

       dxdx *22*(  

 ي  ن  dو التع ي  في اليعادلة  

    dxx
m

i
x

dt

d
)(

2

2*2*
……………… (e) 

 وليا كان

 xx 2  



58 
 

)(   x                       

  2x                        

 
x

xx



 222 ……………. (f) 

 (e)في يعادلة      (f)لع   يعادلة   

  


 


 d

x
xx

m

i
x

dt

d
)2(

2

*2*2*
 

  


 


 d

xm

i *
 

  


  d

x
i

m
)(

1 *    

   dp
m

xˆ
1 *  

    
m

p
x

dt

d x 
  

 

  ب( 





x

V
p

dt

d
x  

 


  d

x
ipx )(*   

 


 


 d

xdt

d
ip

dt

d
x

*  

 















 


 d

xttx
ip

dt

d
x )(

*
* ……………. (a) 

   From T.D.S.E       ين يعادلة شرودل ر اليعتيمة على الزين 

 


)(
2

2
2

rV
mt

i 





 
  

 i القاية على 

 




i

rV

mit




 )(

2

2 






……………….... (b) 



59 
 

  اخي اليرافف اليعقم

 




i

rV

mit

*
*2

* )(

2










…….……….. (c) 

 لكص  :  (a)(  في اليعادلة c،    (b) لع   يعادلة  

 









 


 d

xi

V

mii

V

mix
ip

dt

d
x ])

2
()

2
([ **22*








   

 

















 








 d

x
V

xm
V

xxm
p

dt

d
x ]

22
[ **2

2
*2*

2 
 










 d
xxm

d
x

VV
x

p
dt

d
x )]([

2
)( 2**2

2
**



















 


 

Apply Greens theorem on the second term  

 نااب  .ا تطبمف لظرية كرين على الكم الثالي وتك يل  الى ت اي  اطكي واليب يااوب  فر كيا  منا اا ق 

 ds
xx

d
xx




















 ][][ **2**2 










 

     0  

 ايا ت اي  الكم الاول فه  يااوب







 d
x

V
x

V

x
V














 

** )((  

 d
x

V
p

dt

d
x  


 *  







x

V
p

dt

d
x  

 

 

 

 

 

 



60 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

dpxwسم  .5 or)(  ,A ¸x ,2)( x , p ,2)( p ,xp : لمالة الي سة ذات البعم ال احم التالمة 





/2

)(
2

2

)(
xpia

xx

eeAx




  

 لجوابا





/2

)(
2

2

)(
xpia

xx

eeAx




   ,  




/2

)(

* 2

2

)(
xpia

xx

eeAx





  

2

2)(

*2
)( a

xx

d eAAxp




   






1)(
2
dxx  



61 
 

1
2

)(

* 







dxeAA a

xx 

   let  zxx  )(   dzdx   

1
2

2

* 






dzeAA a

z

 

1* aAA  

a
AA

1*   






 dxxx  *  














 dxeeAxeeAx
xpia

xx

xpia

xx

 







/2

)(

*/2

)(
2

2

2

2

 









 dxex
a

x a

xx
2

2)(

1



 

let zxx  )(   xzx   dzdx   








 dzexz
a

x a

z
2

2

)(
1




 

 










 dze
a

x
dzez

a
x a

z

a

z
2

2

2

2

1



  




a
a

x
dze

a

x
x a

z

  





2

2

 

 xx   






 dxxx  2*2  



62 
 














 dxeeAxeeAx
xpia

xx

xpia

xx

 







/2

)(

*2/2

)(
2

2

2

2

 









 dxex
a

x a

xx
2

2)(

21



 

Let zxx      222 2  xzxzx   dzdx   









 dzexzxz
a

x a

xx
2

2)(

22 )2(
1






 

dze
a

x
dzez

a

x
dzez

a
x a

z

a

z

a

z

 















2

2

2

2

2

2

2
22 221



  







a
a

x
a

a
x 

2
62

2

11   

222

2

1
xax   

222)(  xxx  

2222

2

1
)(  xxax   

22

2

1
)( ax   


 xpi

a

xx

eA






2

2

2

)(

  , 

 xpi

a

xx

eA






2

2

2

)(

  

 dxpp xx  *  

    
x

ipx



    








 dx

x
ipx  *  



63 
 

]
)(

[
2

2

)(
2

2






pi

a

xx
eA

x

xpi

a

xx







 



 








 dx

x
ipx  *  

dx
pi

a

xx
eAeAi

xpi

a

xxxpi

a

xx

















 ]
)(

[
2

2

)(

2

)(

* 2

2

2

2


 



 

dx
pi

a

xx
eiAA a

xx












 ]
)(

[
2

)(

* 2

2


 



 

let zxx     xzx   dzdx   

dz
pi

a

z
eiAA a

z








 ][
2

* 2

2


   

dzepAAez
a

iAA a

z

a

z

 











2

2

2

2

*

2

*




 

dzep
a

a

z









2

2

1
0 


 




ap
a



1
  

p  

22
ppx   




 


 dx

x
p 

2

2
*22   

]
)(

[
2

2

)(
2

2






pi

a

xx
eA

x

xpi

a

xx







 



 



64 
 






xpi

a

xxxpi

a

xx

e
a

Api

a

xx
eA

x















 2

2

2

2

2

)(

2

2

2

2

)(

2

2

]
)(

[


 




































 dxe
a

Api

a

xx
eAeAp

xpi

a

xxxpi

a

xxxpi

a

xx







2

2

2

2

2

2

2

)(

2

2

2

2

)(

2

)(

*22 ]
)(

[

 

 

















 dxe
a

AApi

a

xx
eAAp a

xx

a

xx

2

2

2

2
)(

2

2*
2

2

)(

*22 ]
)(

[






   

let zxx  )(   xzx   dzdx   

 










 dxe
a

AApi

a

z
eAAp a

z

a

z
2

2

2

2

2

2*
2

2

*22 ][



   

 










 dxe
a

AApi

a

z
eAAp a

z

a

z
2

2

2

2

2

2*
2

2

*22 ][



   

dze
a

AA
epAAdzez

a

piAA
dzez

a

AA
p a

z

a

z

a

z

a

z
























2

2

2

2

2

2

2

2

2

2*
2*

2

*
2

4

2*
2 2 




 

dze
a

dze
a

p
dzez

a

pi
dzez

a
p a

z

a

z

a

z

a

z
























2

2

2

2

2

2

2

2

3

22

3

2

5

2
2 2



 

 

2

3

22
6

5

2

0
2

a
a

a
a

p
a

a














   

2

2
2

2

2

2 a
p

a


   

2

2
2

2a
p


   

222)(  ppp  



65 
 

2

2

2
2

2



p

a
p   

2

2
2

2
)(

a
p


  

2


 xp  

  
2

2
22

2a
pp


   

 ( .5وحركتها ال طمة تصفها المالة في التيرين   mلجامي كتلت   للطاقة الكركمةسم القمية اليت قع   .6

 لجوابا

m

p
T

2

2 
  


2

2
22

2a
pp


   

 
2

22

42 mam

p
T

   

 ياذا تاتنتج ل   بقت يبمأ التقا   في ليه النتمجة ؟

 ي في ل لامحركة ينظ ي  كيا ت      ااطة اليم المس ال يي تتفف يع حركتها التي ت      ااطة اليم المس ا

لجم ان  اليال ثا ت  للسفعنم  لغاية التي فمها يي ن اليال ثا ت  للس ا
m

p
T

2

2
  

 دالة الي سة للل ترون في ذرة الهممروسمن لي : 0tفي اللكظة  .7

 a

zyx

eAzyx

2

1

222 )(

),,(




  

)(A ¸x ,2سم   x ,



2

1

222 )( zyx 

 لجواب



66 
 

 a

zyx

eAzyx

2

1

222 )(

),,(




  a

zyx

eAzyx

2

1

222 )(

* ),,(




  

Let  2222 zyxr     dddrrd sin2  






1),,(
2

dzdydxzyx  






1sin)( 22
 dddrrr  

1sin2

0

2

0 0

*   
 


 

dddrreAeA
a

r

a

r

  

1sin
2

000

2

2* 
  

 dddrerAA
a

r

  

1

)
2

(

!2
4

3

* 

a

AA   

3

* 1

a
AA


  

3

1

a
A


  

 dzyxxzyxx 




 ),,(),,(*   a

r

eAzyx


),,(  

  cossinrx   



67 
 


 

dddrreAreAx
a

r

a

r

sincossin 2

0

2

0 0

  
 

   


 





2

00

2

0

2

32 cossin dddrerA
a

r

  

0  

 dzyxxzyxx 




 ),,(),,( 2*2
 


 

dddrreAreAx
a

r

a

r

sincossin 2

0

2

0 0

2222

  
 

   




dddrerAx
a

r


 


2

0

2

0

3

0

2

422 cossin  




dddrerAx
a

r


 


2

0

2

0

2

0

2

422 cossinsin  

  


dddrerAx
a

r

 
  2

00

2

0

2

422 )2cos
2

1

2

1
(sincos1  

  
   


0

2

0

2

0

2

422 )2cos
2

1

2

1
()sincos(sin ddddrerAx

a

r

  

)2cos
2

1

2

1
()sincos(sin

0

2

0

2

0

2

0

2

422

  
   

 dddddrerAx
a

r

  




 )
3

2
2(

)(

!41
523

2

 a
a

x  

22
ax   



68 
 




 

dddrre
a

r
e

a

r

a

r

a

r

sin
11 2

0 0

2

0

2
3

2
3

 




    

 
 









2

000

2
3

sin dddrre
a a

r

  

 drre
a a

r


 




0

2
3

4  


 

 
1

0

!



  n

axn

a

n
dxex  

  






a

a

a 1

)
2

(

1
4

2

3







 

 .( 15ــ2ل  ة للت    الى اليعادلة  ط ات الرياضمة اليطاكي  ال  .8

 . xxpث  ال يمة الماينيم مة ي اليب ييطسم اليؤثر الهريمتي ال  .9

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 
 
 

 
 

 
 سم اليؤثر الياتبمل لـــ .10

xpx (  أ , 

xp  ب( y , 

xy  ج( , 

xy  ء( pp , 



69 
 

xpx  )أ( ,    
 

  

]ˆ,ˆ[ˆ xpc x  

 xx pxxpc ˆˆˆˆˆ   

 
x

ixx
x

ic








  ˆˆ)(ˆ  

 )(ˆˆ)()(ˆ x
x

ixx
x

ixc 
















   

 )(ˆ
)(ˆ

)(ˆ x
x

ix
x

xx
ixc 












   

 
x

x
xixi

x

x
xixc











)(
ˆ)()

)(
ˆ)(ˆ





   

 )()(ˆ xixc    

 ic ˆ  
 

xp  ب( y , 

 

]ˆ,ˆ[ˆ xpc y  

 yy pxxpc ˆˆˆˆˆ   

 
y

ixx
y

ic








  ˆˆ)(ˆ  

 )(ˆˆ)()(ˆ y
y

ixx
y

iyc 
















          )(y  لضرب  رفي اليعادلة  في  

 
y

y
ix

y

y
ixxc











)(
ˆ

)(
ˆ)(ˆ


   

 0)(ˆ xc  

0ˆ c  

xy  ج( , 

]ˆ,ˆ[ˆ xyc   



70 
 

yxxyc ˆˆˆˆˆ̂   

  yxxyc ˆˆˆˆˆ̂   

 yxxyc ˆˆˆˆˆ̂   

0ˆ̂ c  

xy  ء( pp , 

 

]ˆ,ˆ[ˆ xy ppc   

yxxy pppp ˆˆˆˆ   

 

))(())((ˆ
y

i
x

i
x

i
y

ic


















   

xyyx
c

















 22ˆ   

 


























xyyx
c 22ˆ   

xyyx
c




















 22ˆ   

0ˆ̂ c  

 

 

 

 

 

 

xين اليؤثران  بتثا .11
x

i ,



   ن . افر  ان دوال الي سة اليقا لة للكالة الفمزياوية اليفممة لريمتماخطمان

 مات وتتلشى في النهاية .ثقا لة للت اي  على اليمى ال لي للحما

 الجواب



71 
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nmافر  ان المالتمن    .15 uu nmواليقا لتان للقميتمن الياتمتمن  Fدالتان ذاتمتان ااكيمة   , FF  ثبت ان :ا,
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 )أ(  duuFFduFuduFu nmmnmnnm 




















 **

*

*** )(ˆˆ 

 

nnn uFuF ˆ   i 

mmm uFuF ˆ  ii 

nu  ،mu  لي دوال ذاتمة لليؤثر  F̂ 

 

* iلضرب اليعادلة   
mu   : ول اي  لكص  على 

 duuFduFu nmnnm 








 ** ……………… (a) 

 iiلاخي اليرافف اليعقم لليعادلة   

****ˆ
mmm uFuF   

 ـ    nuضرب اليعادلة   

****ˆ
mmnmn uFuFu   

 على ك  الفضاء   اسراء الت اي 

duuFuFu mnmmn 








 ****ˆ …………………. (b) 

  الطرح

 duuFduuFduFuduFu mnmnmnmnnm 
















 ****** ˆˆ  

 duuFFduFuduFu nmmnmnnm 




















 **

*

*** )(ˆˆ  

 : لتبرلن ان  F̂ ب( اات ما ال  اص الهريمتمة  لليؤثر  

 يايى يؤثر لريمتي اذا حقف العلقة التالمة : Âاليؤثر  dAdA nmmn
** )ˆ(ˆ 









 
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0ˆˆ

*

*** 







 









 duFuduFu mnnm  

*

*** ˆˆ 







 









 duFuduFu mnnm  

nmافر  ان   ج(  ي  من الكالة الفمزياوية التي تقا   ث)( *
nm FF  ـ الفمزياوية يالي الكالة  اليقا ل  ل

)( *
nm FF  

 

ˆˆ0فلان الكلم  F̂ال  اص الهريمتمة  لليؤثر   نا اات مياذا 

*

*** 







 









 duFuduFu mnnm  يتلشلى  اب

)(0ان  **  




duuFF nmmn  0اب ان* 




duu nm   اب ان دوال الي سللللة لللللي عماريللللة ايللللا اذا كللللان

)( *
nm FF   0فان* 





duu nm . اب ان دوال الي سة لي يتعايمة 

 

)(ي  من ان ث nmافر  ان   ء( *
nm FF  ياذا يي نس ان تاتنتج ين ليه النتمجة ؟ 

 
 حقمقمة اذا كان  اليؤثر لريمتي ت  ن القمي الياتمة اليقا لة

 
 

 
 
 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

srويتجهلات ي اظعهلا  Nالزخي الزاوب لينظ ية ساميات علمد سالمياتها  ليؤثر اشتف عباره  .16


وزخ كهلا  

sp طمة ال


 . 
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/اليجي علللة التالملللة يلللن دوال الي سلللة العماريلللة   .17
),,(),,,(

tiE
n

nezyxutzyx


  تصللل  الكلللالات

),,(الياتقرة لجامي  اقت  ال اينة  zyxV   يالي دوال الي سة العمارية للجامي اذا تغمرت  اقت  ال اينة الى

VzyxV ),,( ث حمV   طاقت  ؟ثا ت ؟ كم  اتتغمر يات يات العمد 

 

 

ليلا  ,uvطاق  غمر ينكلة دائيا. تليمح للك  : افر  ان يات يات البت ان للكركة في  عم واحم ت  ن ثا  .18

vuثي  من  عم ذلس  Eطاق  ال لمة لل حلن ليعادلة شرودل رغمر اليعتيمة على الزين ث حمل  علمد

 طاق  غمر ينكلة .ثا ت . ثي ااتنتج  ان يات ى ال


